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ABSTRACT 

 

We derive the field equation of f(T) gravity at the weak field limit obtained by teleparallel 

Lagrange action of a function of torsion scalar T. The weak field limit in teleparallel gravity is to 

assume that tetrad experiences small perturbation and ignore the higher order. Tetrad 

perturbation is equivalent to metric perturbation in general relativity and can be transformed into 

one another. If we take the special case f(T) = T then the equation will be equivalent to the 

gravitational field equation obtained by the Einstein-Hilbert action. The equation of fields is 

simplified using the trace reversed method for metric perturbation and Lorentz gauge condition. 

The final equation has the form of the wave equation with an additional derivative of function f(T). 

Technically, this equation is the gravitational waves equation in terms of f(T) gravity. In a vacuum 

with zero energy and momentum tensor, the field equation reduces to the gravitational waves 

equation in a vacuum. 
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 ABSTRAK  

Telah diturunkan persamaan medan gravitasi f(T) pada batas medan lemah yang diperoleh 

dengan aksi Lagrangian teleparalel suatu fungsi yang bergantung pada skalar torsi T. Batasan 

medan lemah adalah dengan menganggap tetrad pada gravitasi teleparalel mengalami usikan 

yang nilainya sangat kecil sehingga diabaikan pada orde tinggi. Usikan pada tetrad ini setara 

dengan usikan metrik pada gravitasi Einstein dan dapat ditransformasikan ke dalam bentuk 

metrik. Jika diambil kasus khusus f(T) = T maka persamaan medan akan setara dengan 

persamaan medan gravitasi yang diperoleh dari aksi Einstein-Hilbert. Persamaan medan 

disederhanakan menggunakan metode trace reversed terhadap usikan metrik dan kondisi tera 

Lorentz. Persamaan yang diperoleh memiliki bentuk seperti persamaan gelombang dengan 

tambahan turunan dari fungsi f(T). Persamaan ini  merupakan persamaan gelombang 

gravitasional yang ditinjau dalam gravitasi f(T). Di ruang hampa, tensor energi dan momentum 

adalah nol dan persamaan medan akan sama dengan persamaan gelombang gravitasional di 

ruang hampa. 

 
Kata kunci: Gravitasi f(T), Gravitasi Teleparalel, Batas Medan Lemah, Gelombang 

Gravitasional. 

 

PENDAHULUAN 
 

Gravitasi teleparalel merupakan teori 

alternatif gravitasi selain gravitasi Einstein yang 

menggunakan koneksi Weitzenbock dengan 

tensor kelengkungan nol untuk mendefinisikan 

turunan kovariannya [1]. Pada gravitasi 

teleparalel, aksi Lagrangian untuk mendapatkan 

persamaan medan adalah skalar torsi T. Hal ini 

berbeda dengan gravitasi Einstein yang 

menggunakan skalar kelengkungan R pada aksi 

Lagrangiannya dan koneksi Levi Civita pada 

turunan kovariannya [2]. Pada dasarnya, 

gravitasi teleparalel adalah teori alternatif 

gravitasi selain gravitasi Einstein dan Newton 

[3] dan secara fisis memiliki formulasi 

persamaan medan yang setara dengan teori 

relativitas umum sehingga dinamakan teori 

kesetaraan teleparalel relativitas umum [4]. 

Sama halnya dengan gravitasi f(R) sebagai 

perluasan aksi Lagrangian pada teori relativitas 

umum, pada gravitasi teleparalel juga 
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diperkenalkan gravitasi f(T) dimana aksi 

Lagrangian adalah suatu fungsi analitik yang 

bergantung pada skalar torsi T [5]. Konstruksi 

dari tensor torsi inilah yang mengantarkan pada 

gravitasi torsional yang dikemas dalam bentuk 

gravitasi f(T) dan dapat diterapkan di bidang 

astrofisika dan kosmologi [6]. Modifikasi teori 

gravitasi teleparalel dengan perluasan f(T) 

pertama kali diaplikasikan dalam kosmologi 

untuk menyelesaikan masalah horizon partikel 

dalam ruang datar metrik FRW [7]. 

Selanjutnya, gravitasi f(T) juga digunakan 

untuk mendapatkan selesaian analitik metrik 

FLRW dengan kelengkungan ruang yang tidak 

nol [8]. 

Selain dalam bidang kosmologi, gravitasi 

f(T) juga dapat menjelaskan fenomena 

astrofisika. Gravitasi f(T) telah  digunakan 

untuk menjelaskan benda-benda antap seperti 

bintang neutron dengan mengembangkan model 

analitik dalam mendapatkan selesaian struktur 

bintang neutron [9], menyelesaikan persamaan 

Tolman-Oppenheimer-Volkof untuk 

menggambarkan bintang neutron [10], dan 

menyelesaikan persamaan Tolman-

Oppenheimer-Volkof bintang neutron dengan 

meninjau persamaan keadaan politropik  [11].  

Berdasarkan penelitian-penelitian kosmologi 

dan astrofisika terbaru menggunakan gravitasi 

f(T), maka gravitasi f(T) menjadi teori gravitasi 

yang menarik dan terus dikembangkan secara 

teoretik oleh fisikawan. Beberapa diantaranya 

adalah invariansi Lorentz pada gravitasi f(T), 

[12], modifikasi gravitasi teleparalel dengan 

turunan torsi orde tinggi yang diterapkan dalam 

kosmologi untuk mendapatkan sektor energi 

gelap efektif [13], selesaian perhitungan simetri 

bola pada gravitasi f(T) [14], dan masalah 

pergeseran kovariansi pada gravitasi f(T) [15]. 

Pada gravitasi teleparalel, selain gravitasi 

f(T) juga terdapat gravitasi f(T,B), dengan B 

adalah syarat batas antara torsi dan 

kelengkungan. Penelitian teoretik mengenai 

batas medan lemah dan gelombang gravitasi 

pada f(T,B) [16] dan gelombang gravitasi dalam 

gravitasi f(T) telah diselesaikan [17]. 

Sedangkan penelitian tentang batas medan 

lemah pada gravitasi f(R) juga sudah 

diselesaikan untuk ruang tiga dimensi [18]. 

Pada penelitian ini, akan dibahas tentang batas 

medan lemah pada gravitasi f(T) yang 

diturunkan dari perluasan persamaan medan 

gravitasi teleparalel. 

 

METODE PENELITIAN 

 

Gravitasi Teleparalel 
 

Gravitasi teleparalel berhubungan dengan 

teori tera untuk grup translasi dengan 

geometrinya berada di untingan singgung. Pada 

gravitasi teleparalel, ruang waktu tidak 

digambarkan dengan metrik seperti di 

relativitas umum, melainkan dengan tetrad 

ae (vierbein) yaitu suatu basis lokal dari medan 

vektor di ruang singgung yang didefinisikan 

pada setiap titik )( aex
 dalam keragaman 

(manifold) berdimensi-4 [19]. Indeks   

mewakili koordinat ruang dan waktu di 

keragaman sedangkan indeks a  mewakili 

koordinat di ruang singgung. Tetrad juga 

memiliki invers (coframe) yang memenuhi 

persamaan: 

 

a

b

b

a ee 
  , dan 




 b

a ee  (1) 

 

Sebagai teori modifikasi gravitasi, tetrad 

dalam gravitasi teleparalel dapat dibawa ke 

dalam bentuk metrik di ruang waktu melalui 

persamaan: 

 

ba

ab eeg    (2) 

 

Determinan tetrad dapat diperoleh dari 

determinan metrik 
 

.

)][det(1

)det()det()det()det(

22

ge

eeg

eegg

a

ba

ab









 

 

(3) 

 

Pada gravitasi teleparalel, koneksi yang 

digunakan adalah koneksi Weitzenbock 
a

a ee 


   yang mendefinisikan tensor 

torsi melalui persamaan: 
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)( aa

a eeeT 







   (4) 

 

Koneksi levi Civita dalam relativitas umum 

dapat dihubungkan dengan koneksi 

Weitzenbock melalui tensor kontorsi 







 KLC  ][ , dengan tensor kontorsi: 

 

)(
2

1










 TTTK 

 
(5) 

 

Selanjutnya, melalui tensor torsi dan tensor 

kontorsi, juga dapat didefinisikan tensor 

superpotensial: 

 
















  TTKS  (

2

1
 (6) 

 

Rapat Lagrangian dalam gravitasi teleparalel 

diwakilkan dengan skalar torsi T = (TρS
ρ)/2 

yang diperoleh dari koneksi Weitzenbock 

dengan kelengkungan nol. Sama halnya dengan 

relativitas umum, dimana R diperumum 

menjadi f(R), maka di gravitasi telaparalel rapat 

lagrangian diperumum ke suatu fungsi 

bergantung pada T sehingga aksi lagrangian 

menjadi: 

 

xedL
G

Tf
I M

4

16

)(
 










  

(7) 

 

dengan LM adalah Lagrangian untuk materi. 

Variasi aksi Lagrangian terhadap medan 

tetrad 
ae menghasilkan persamaan medan [20]: 

 



















 a

aaTT

aaT

G

TfeeTSeef

TSeeSeef







8

)()2/1(

])([

 (8) 

 

dengan TTffT  /)( ,
22 /)( TTffTT  , 

dan 

a adalah tensor energi momentum materi 

yang didefinisikan sebagai 
a

M
a

e

eL

e 








)(1
. 

Jika dijabarkan dalam bentuk kovarian maka 

persamaan medan gravitasional teleparalel (8) 

menjadi: 

 









 











GTSfTf

TfgRgRf

TTT

T

8]

)([
2

1

2

1

 (9) 

 

dengan 
  adalah turunan kovarian dan R  

dan R adalah tensor Ricci dan skalar Ricci 

(kelengkungan).  

Jika diambil kasus khusus untuk f(T) = T 

maka persamaan (9) akan setara dengan 

persamaan medan Einstein yang diperoleh dari 

aksi Einstein-Hilbert. Analogi antara gravitasi 

teleparalel dan gravitasi Einstein juga ada pada 

skalar kelengkungan R dan skalar torsi T, 

dimana )(2 
 TTR  . Perbedaan 

antara kedua teori gravitasi tersebut terdapat 

pada aksi Einstein-Hilbert dan aksi teleparalel 

yang diwakilkan oleh skalar torsi T. 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

Batas Medan Lemah pada Gravitasi f(T) 

 

Pada teori relativitas umum, batas medan 

lemah atau pendekatan medan lemah adalah 

kasus khusus dimana kelengkungan ruang 

waktu sangat kecil mendekati ruang datar, 

sehingga komponen kuadrat dari metrik dapat 

diabaikan. Dalam hal ini, metrik yang 

menggambarkan ruang waktu adalah metrik 

Minkowski yang diganggu oleh usikan metrik 

yang sangat kecil atau ditulis: 

 

  hg  , (10) 

 

dengan h
 
adalah metrik usikan yang nilainya 

sangat kecil. Batasan medan lemah ini dapat 

secara langsung diterapkan pada gravitasi 

teleparalel dengan menganggap tetrad juga 

mengalami usikan, yaitu 
aaa

he    , 

dengan 
a

h adalah usikan tetrad yang nilainya 
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juga sangat kecil ( 1)( 2  h ). Melalui 

persamaan (2) maka diperoleh: 

 

,

))([

)[

))((

2

baba

bababa

ab

babababa

ab

bbaa

ab

hhg

hhhg

hhhhg

hhg

























 (11) 

 

sehingga diperoleh usikan metrik dalam bentuk 

tetrad 
baba hhh     dan mengabaikan 

bagian orde tinggi. 

Dalam hal ini, gangguan pada tetrad 

berhubungan dengan gangguan pada metrik 

pada keragaman. Gangguan metrik 

h bertransformasi Lorentz sebagai tensor. 

Pada batas medan lemah, seluruh suku dalam 

persamaan medan dibatasi pada orde pertama 

karena menganggap untuk orde tinggi 

mengandung metrik gangguan yang nilainya 

sangat kecil sehingga dapat diabaikan. Dengan 

demikian tensor Ricci ditulis sebagai berikut: 

 

),

(
2

1)1(

hh

hhR

















 (12) 

 

dengan 
hhh  adalah determinan metrik 

gangguan dan 
22

t 
 adalah operator 

gelombang. Skalar kelengkungan pada batas 

medan lemah adalah: 

 

, )1( hhRR 





 
 

(13) 

 

sehingga diperoleh tensor Einstein: 

 

)

(
2

1

2

1

.

h

hhh

hhG

RRG




































 (14) 

Selanjutnya, tensor Ricci dan kelengkungan 

dimasukkan ke persamaan medan (9) dengan 

mengabaikan unsur dengan orde tinggi yang 

mengandung gangguan metrik dan tetrad 

)1( TTf menjadi berikut: 

 





 











GTf

TfgRgRf

T

T

8)

)((
2

1

2

1 )1()1(

 (15) 

 

Fungsi dari medan torsi )(Tf  dianggap 

sebagai fungsi analitik dan dapat diperluas 

menggunakan deret Taylor: 

 

 2

0
2

1
)( TfTffTf TTT

 
(16) 

 

dan 

 

Tff
T

Tf
f TTTT 






)(

 
(17) 

 

Fungsi dari torsi ini juga dibatasi pada orde 

pertama sama halnya dengan kelengkungan, 

sehingga persamaan medan gravitasional )(Tf  
yang diperluas menjadi: 

 

.8
42

1

2

1
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GTf
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RgR

TfRgRf

GTfTfTf

TfgRgRTff

TT

TTT

TTTTT
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(18) 

 

Pada batas medan lemah, orde pertama 

ruang Minkowski (ruang datar) berhubungan 

dengan orde nol dari tensor energi momentum 

materi 
)0(

 . Sebelumnya telah diketahui 

hubungan antara skalar kelengkungan dan 

skalar torsi )(2 
 TTR  . Pada kasus 

medan lemah, semua komponen pada 

persamaan medan EInstein dibatasi pada orde 

pertama, begitu juga dengan skalar torsi pada 
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gravitasi teleparalel, sehingga hubungan antara 

kelengkungan dan torsi menjadi R = -T. 

Persamaan medan gravitasi dalam wakilan 

skalar kelengkungan orde pertama ditulis: 

 

)0()1(2

)1()1()1()1(

)0()1(2)1(2
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(19) 

 

Subsitusikan tensor Ricci dan skalar Ricci 

menjadi:                         
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Persamaan di atas dapat disederhanakan 

menggunakan metode trace-reversed seperti 

yang dilakukan pada persamaan gelombang 

gravitasi,  ,
2

1
hhh  

 
dengan hh 



 . 

subsitusikan metode trace-reversed ke 

persamaan (20) maka semua suku yang 

mengandung unsur h akan saling 

menghilangkan, menyisakan persamaan: 
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(21) 

 

Pada batas medan lemah dapat diterapkan 

kondisi tera Lorentz 0 
 h  dan diperoleh 

persamaan: 

 

)0(
8

2



   Gh

fT  (22) 

 

Dengan demikian, diperoleh bahwa 

persamaan medan gravitasi f(T) pada batas 

medan lemah dalam kondisi tera Lorentz 

berlaku seperti persamaan gelombang, dimana 


 berlaku sebagai operator gelombang. 

Disederhanakan dalam bentuk persamaan 

gelombang menjadi: 

 









Tf

G
h

16
 (23) 

 

Persamaan (23) adalah persamaan medan 

gravitasi f(T) pada batas medan lemah dan orde 

pertama. Di ruang hampa tanpa materi, 

persamaan medan gravitasi menjadi: 

 

0 


 h  (24) 

 

sama seperti persamaan gelombang gravitasi di 

ruang hampa. Persamaan medan gravitasi yang 

diperoleh menunjukkan persamaan gelombang 

gravitasi yang ditinjau dalam gravitasi f(T). 

 

KESIMPULAN 

 

Gravitasi f(T) merupakan suatu fungsi perluasan 

dari gravitasi teleparalel dengan aksi 

Lagrangian yang bergantung pada skalar torsi 

T. Pada batas medan lemah, persamaan medan 

gravitasi f(T) mirip dengan persamaan 

gelombang. Persamaan medan ini dipandang 

sebagai persamaan gelombang gravitasional 

dalam gravitasi f(T). 
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